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要約 ポー トフォリオ資産運用における最適資産配分 を求め る問題を解 くアプローチは、大 きく二つ
の流れがある。一つは、Arrow(1953年)に よる状態価格 と将来ペイオフの関係に、効用関数 を適用
して求めるアプローチ(以 下ADア プローチ という)、 もう一つは、Markowitz(1959年)に よる平均
分散アプローチである。特に最近は、非完備市場の最適資産配分問題 として、状態確率 に基づ く状態
価格 とペイオフ行列或いはプライシング ・カーネルから考えることが必要になる局面が増加 してきて
いると思われる。このような状況 を背景に、本研究は、① リターンに関するペイオフ行列 と状態確率
による最適資産配分理論 を整理する。②平均分散アプローチによる平均 ・分散 とADア プローチのペ
イオフ行列 ・状態価格がどのような関係になっているのか調べ、 リター ンペイオフ行列 と状態価格の
情報を平均分散の情報に変換する方法を考える。この2点 を考察 した。結果 として、ペ イオフ行列 と
状態確率か ら、平均 と分散 を導 く変換式を導出 し、最適化問題 としても同じ解が得 られることを確認
した。 また、平均 と分散から、ペイオフ行列 と状態確率 を一対一対応する関係に導 くことはできない
ことを確認 した。今後の課題 としては、ペイオフ行列 と状態確率が表現す る平均 と分散に関す る集合
の特徴 を数理的に解析 していきたい。
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論であるが、プライシング ・カーネルの議論は非完備市場
1.問 題 意 識 「 への研究 も多い様である。そこで、本稿の研究対象 として、
① リター ンに関す るペ イオフ行列 と状態価格に よるAD
ポー トフォ リオ資産運用における最適資産配分 を求め る アプローチの最適資産配分理論 を整理す る。②平均分散ア
問題 を解 くアプローチは、大 きく二つの流れがある。一つ ブローチによる平均 ・分散 とADア プローチのペイオフ行
は、Arrow(1953年)に よる状態価格 と将来ペイオフの関 列 ・状態価格がどの ような関係になっているのか調べ、 リ
係に、効用関数 を適用 して求め るアプローチ(以 下ADア ターンペイオフ行列 と状態価格の情報を平均分散の情報に
ブ ローチという)、 もう一つは、Markowitz(1959年)に よ 変換する方法を考 える。以上2点 を考察することに したい。
る平均分散アプローチである。 ポー トフォ リオ投資実務の
世界では、ブ ラックリッターマン型 も含めてMark・wit・2.リ タ ー ン に 関 す る ペ イ オ フ 行 列 と
の平均分散アプローチが主に利用されている。 しか し、最 状 態 価 格
近、不動産価格分析や リアルオプションの世界で、非完備
市場におけ る価格の決定問題 として、状態価格の理論やプ まず、状態価格 とペイオフ行列による証券価格理論 を再
ライシング ・カーネルの理論を活用する話題が多くなって 確認 しよう。将来の不確実性が、有限個の複数の状態の存
きている。また、最近は、最適資産配分問題 として、下方 在 とその実現確率 で表現 されるとする。はじめの時点で、
リスクのコン トロール問題のように、従来の平均分散アブ1期 先に、有限個の状態のいずれかが生起すると考える。
ローチに加えて、状態確率 に基づ く状態価格 とペイオフ行 これを有限状態モデルとい う。
列か ら考 えることが必要になる局面が増加 してきている。 ユ期先において、ある特定の状態が生 じたときにのみ1
状態価格の議論は基本的には完備市場を前提に している議 円を受け取 り、その他の状態が生 じた ときには何 も受け取
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らな い こ と を約 束す る基本 状 態証 券(elementarystateル とペ イオ フ行列 に よ り表現 して いるが、Markowitzの 最
security)を ア ロー ・デプ ロー証券(以 降AD証 券)と い う。 適 化理論 と比較す る上 で、価格 関係式 を リター ンの関係 式
次 に、状 態の数 がS個 あ る とし、 あ る状 態 を(j=1…S)と に表現 し直す必要 があ る。
表す。また、状 態jに 関 す るそのAD証 券 の価格 を考 え る。 リター ンは、将来 の価格 を、 ニュー メ レール としての現
その価格 を Ψ」とす る。これは価格 で あるが、内容 的に は、 在 の価格 で除す こ とに よ り表現 で きる。す なわち、現在1
1期 先 の特定 の状 態の発生確 率概 念 と1期 先の1円 のペ イ の ものが、1期 後 に(1+収 益率)と い うペ イオ フに な る。
オ フ を現 在価 値に割 り引 く割 引率概 念の二 つの概念 で構成 現在 の全 ての証券 価格ベ ク トル は1で あ る。この リター ンで
され てい る。 割引率部 分 は、 プ ライ シング ・カー ネル とか 考 え るペ イオフ行 列 を リター ンペ イオ フ行 列Gと 呼ぶ こ
状 態割 引率 とか言 われ る。以後AD証 券価格 を状態価格 と とにする。その要素は、要素rl」で表現 す る。状 態価格ベ ク
呼 ぶ こ とにす る。記号 として、状態jの 状 態価格 Ψjと 記す。 トルは変化 しない。従 って、次 のよ うに な る。但 しNニS。
ll騰 縷 織 ト1驚歎(翫::蒐](歌)
て、 あ る状 態 の生起 に応 じて、 それ ぞれの受け取 りペ イオ この表現 は、オ イラー条件 と呼ばれ るこ と もあ る。 ここ
フが 決 まって いる もの とす る。す なわ ち、証 券i(i=1,…,で わか るこ とは、 リター ンに関 す る状態価格 ベ ク トルは、
N)の 所 有者 は、状 態j(j=1,…,S)に おいて、d,;の べ イオ 逆行 列 が存在 す る リター ンペ イオ フ行 列Gか ら一 意 に計
フ を受 け取 る。従 って、状 態価格 Ψjを 用 いれば、全状 態の 算 され るこ とであ る。上記 式の両側 に左 か ら リター ンペ イ
合 計値 と して価格 が決 まる。 た とえば、証 券iの 価格P、 は オフ行列Gの 逆行 列 をかけ る と、状 態価 格 に関す る次 の よ
次 の よ うに な る。 うな関係 が確認 で きる。お
獄 ξ1て、s個の状態におけ、ペイオフのベクト.(;1)一[焦::瓢})
ル を考 えることができ、それらをN個 の証券について、N
行s列 に並べた行列Dを 作成 し、ここではそれをペ イオフ3 .ADア プ ロ ー チ に よ る ポ ー ト フ ォ リ
行列 と呼ぶo態 価格ベ ク トル Ψ を用いれば、N個 の証券 オ 最 適 資 産 配 分 の 問 題
価 格 は、次 の よ うに表 され る。
(ゑ)一[宏1:::謙](;lN×lNXS∫ ×1)螺 磯1謡 三器lll蒸 鑓
ここ までは、証 券 の数Nと 状 態 の数Sが 異 な る こ とも え られた条 件の下 で、効 用 が最 大に な るよ うな最 適 な資産
あ りうる形 で表 現 して きたが 、今 回の議 論 は、 市場 の完備 配分 ウェイ トを求 め る問題 であ る。
性 を前提 に した議 論 を行 うこ とで 目的は達せ られ るので、 ここで、 証券 ポー トフォ リオ投資 につ いて考 え る記号 の
1988年Litzenberger(FoundationsforFinancialEco一準イ藷をす る。まず、N個 の証券 をウェイ トw、 で投 資す る と
nomics5章)に よ り、 資産構 造 の完備性 を前提 として、宜 し、 その ウェ イ トを要素 とす るベ ク トル をウェイ トベ ク ト
い に線形独 立 なペ イオ フを表す証券 の数 が状態 の数 に等 し ル とす る。 ただ し、 ウェ イ トの合 計は1と す る。 次に、投
い こ と とす る。 全 ての状 態 に対応 す るArrow証 券 す な わ 資家の持つt一 トフォ リオ投 資の期待 効用 をUと し、不確
ち 状 態 価 格 の 存 在 は、完 備 市 場 の 定 義 の一 つ で あ る。 実性 をもった リター ンに関す る効 用関数u(・)を 導入す る。
Arrow・Debreu均 衡 とパ レー ト最適 及 び一般均 衡 に かか こ こでの議論 として は、投 資家 は一 人で あ るが、理論 的 な
わ る証 明問題 は ここでの直接 的 な議論 の対 象では ないの で 枠組 み としては この効用 関数 は投 資家 ご とに異 なって も良
成 立 を前提 とす る。 また、無裁 定関係 か ら、状 態価格 は全 い。効用 関数の形状 は、後 で議論 す る平均分散 アプ ローチ
て正 とす る。 この完備性 の前提 を満 足 し、状 態 と証券 の う に あわせ て、二次 関数 と仮定 す る。 また、状 態に関 す る状
ン クを等 しい もの とす る。従 って、 こ こで議論 す るペ イ オ 態確率 は、異 なる投 資家 において も同質 な もの とす る。状
フ行 列 は、 逆行列 が存在 す るペ イオフ行 列 とな る。す なわ 態jが 生起 しうる状 態確率 の記号 を 乃に よ り表 す。
ち、状 態の数Sと 証 券 の数Nは 等 し くS=Nと 仮定 す る。 以上 の準備 に よ り、ADア プ ロー チ に よる リター ンに関
こ こまでは、各証 券価格 のベ ク トルを、状態価格 ベ ク ト す るポー トフォ リオ最適 資産 配分 の問題 を定式化 す る と、
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ここで、記号 と して、状 態jが 実 現 した場合 の、任意 の一 組 また σ2(W)ニE[1ン2]一E[w]2であ るの で、期待効 用は、
の証券 ウェイ トに よるポー トフォ リオ リター ンを、状 態 ポ 分 布の形 にかか わ らず




但 し証券 ウェイ トベク トルwは 次の条件 を満たす.ま た、富が正規分布に従 うならば、E(R3)も 平均 と分散の
(叢)一際1:::謙]r/w,'/¥wn)(・…1)¥wNl=1貿1欝 三縄 三1議 鐙 讐1
この問題は、理論的に、制約式を加えたラグランジアン 効用は増加 し、分散の増加に対 して期待効用は減少するこ
を導入す ることにより解 くことができる。制約式の処理に とが証明されている。したがって、可能なポー トフォ リオ・
おいて、ポー トフォリオ状態期待 リター ンの制約式を準備 リターン期待値 を与件 とすると、分散が最 も小 さいポー ト
す る必要があるが、その とき、状態価格ベ ク トルを利用す フォ リオのときに期待効用最大 となる。これが、平均分散
る方法 と、 リスク中立確率を利用する方法の2つ の方法が アプローチによる最適化問題である。
ある。通'常は、 リスク中立確率 を利用す る方法が容易であ 上記の平均分散アプローチにおけるmaxσ=maxE[π
ほび れド
る。参考 までに、その解 法 を整理 してお く。(APPENDIX(w)]の 問題 は次の よ うに定式化 され る。
参照)minガ Σωゆ
但 し、本稿では、実際に最適解 を求め る場合、数値演算 ただし、ガ1～κ=μ、w`1ニ1
ソフ トを利用 して求めている。RNは 証券期待 リターンベ クトル
μは一定の可能なポー トフォ リオ期待 リターン
4.Markowitzの 平 均 分 散 ア プ ロ ー チ Σは分散共分散行列
に よ る ポ ー ト フ ォ リ オ 最 適 資 産 配 分 の ここで、・同 じ証券 ウェイ トベク トルであれば、平均分散
問 題 アプローチにおける証券ウェイ トベ クトルか ら計算される
期待 リターンと、ADア プローチにおけ る証券 ウェイ トベ
ここでいうMarkowitzの 平均分散アプローチ とは、ボ クトルか ら計算される期待 リターンが同じものかどうか確認
一 トフォ リオの とり得 る期待 リター ン値 を与件 として、分 する。同じものでないと、比較する意味がないことになる。
散 を最小にする資産配分ウェイ トを求めれば、ポー トフォ 記号 として、ADア プローチにおけるN証 券のウェイ ト
リオの期待効用最大 となる資産配分ウェイ トである、 とい ベ ク トル をwN、 期待 リターンはALと 表示 し、平均分散ア
うアプ ローチである。簡単に平均 ・分散 と効用関数の関係 ブローチにおけるN証 券のウェイ トベ ク トルをwμN、期待





ここで順 次一 一(バ 畷 二1:::調
略 毒 ・ω(E[w])(帰 一E囲)〃 平均分散 アプ ー-一チで、ま
晶)]一 部])+2u"(E[朗)琳 凪 砕 締劉…鱒 一婦 …瞭::::1)(1)
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無 識 ∵ ∵1淵;鴫:::驚r[R,RN:::鼠]
∴ 鷺 ∴ 蹴_考.慌:::Yis-RI-G-R"1TYNS-RN
るADア プ ロニ チは、証券の リター ンの確率分布が正規分 上記 を利用すると、ポー トフォリオの期待 リターンは、
轍 髪慧 繕 鰻 鞭llw一 驚 俵諜)
1酷∴1欝 羅 鍵llll繋=w`∵1[∵]壁妬駄]鴨
状態価格の情報 をもとに した平均分散 アプローチの最適化 分散共分散行列 Σは
が可能・な・はずであ・。すな栃ADア ブn一 チによる Σ一[⑨][・][・]r一[漁馬 副[Φ][撚 罵 認
証券 ウェイ トの最適解 と平均分散アプローチの証券 ウェイ と表すことができる。
トの最適解が等 しくなるはずである。従って、この項で、 上記式変換によ り、ADア プローチ を平均分散アプロー
状態確率 ・リターンペイオフ行列か ら平均 ・分散表現への チに変換することが可能 となることがわかった。従 って、
変換する方法を検討 し、その後の項で、最適解が等 しくな 最適解が等 しくなるか次項で検証す る。
るか検証する。 また、逆の変換ができれば、平均 と分散の 逆に、 リターンペイオフ行列 と状態確率ベ クトルを、証
情報から、ADア プ ローチが可能 ということに'なる。 券期待 リターンベ ク トル と共分散行列で表現できるかは、
まず、ポー トフォ リオ期待値ベ ク トルμ とポー トフォ リ 一見 して非線形な関係式を解 くことになるので、容易に変
オ分散共分散行列 Σを、状態確率 とペイオフ行列か ら表現 換できないことがわかる。情報量 としては、今N=Sと し
することを考 える。状態確率 とペイオウ行列が与えられた ているので、期待値ベ クトル要素N個 と分散共分散行列要
として、ポー トフォ リオ期待 リターンμ と分散 Σを求めて 素N×Nの 情報から、ペイオフ行列N×N、 状態確率要素
みる。定義によ り、次のようになる。N個 が特定できるか という問題である。この問題の数理的
一 …瀞 覇…鴫::::ll一 驚ll難1叢 欝 欝 暴
髪[謂:::瓢]6溺 番謡 辮 難霧島
功 価_Rid、+_+顧 ηジ 周 、_較 結 果
[π1(角 一1～N1)(加 一1～訪+…+π3(r,〈 一1～11(乃 〉∫一RN…・ ま ず 、ADア プ ロ ー チ に よ る最 適 解 と 平 均 分 散 ア プ ロ ー
州(灘:i:1瓢1繍]lll鮮 鷺∵=1讐 ∵1臨
纂輯 鰍 謙 鴛ll薄 曇;講 灘 ・リター ンの効用に関す・効用関数 σω一xzx-2
し引 いた行 列 ⑧ を導 入す る。但 し、 い まS=Nで ある。 ・最 適資産 ウェ イ トはマ イナ ス50%以 上 の制約





リター ンペ イオフ行列(サ ンプル例)
































0.0081 0.0014 0.0005一〇.0023 一〇.0045
0.0014 0.0116一〇,0194 一〇.0482 0,009
0.0009一〇.019 0.0801 0.0593一〇.0285
一〇.0023 一(.0482 0.0593 0.2289一〇.0605
一〇































最適解 としての ウェイ トベ ク トルW














7.平 均分散 か ら リター ンペ イオフ行列
と状態確率 の推定
ポー トフォ リオの期待 リターン と分 散共分 散行列 か ら、
リター ンペ イオ フ行列 と状態確率行 列 を求 め るこ とが で き
るか を考 えてみ る と、 次の よ うな関係 式か ら簡単 には一意
に対 応す る関係 では ない こ とがわか る。
③ADア ブR一 チに よる効 用最 大化数 値 計算 をエ クセ ル ポー トフォ リオの期待 リター ンは、
の ソルバ ー を利用 して行 う。効用関数 に二次 関数 を利 用。
RA=[G][Φ]1
最適解 を満 たす証券 ウェイ トベ ク トル を求め る。 また、NxSSxSsX1
その ウェイ トに よるポー トフォ・リオ リター ン期待 値 を計 分散 共分 散行列 Σは
④算k謬 。一チによるポートフ。,オ 期待 リターンを ・一[◎][Φ][・]c一[礁一轍][黒][繍誌]`
与件に して、平均分散アブp一 チにより、分散最小ボーS=Nと して、分散共分散行列 Σをさらに変形すると
⑤ト図譜53般 儲 欝 跨?農 鴇 ・一[0-R"1ごNx1V∠VXIl×ノV]馴 漁 一轍]t
'驚 一チによる髄 ウエイトベクトノレを比較する. 一[繍 一編 糾[訊][島 熟一編 副
態綴 齢 孫 読 響=猟 二;!1饗 一[G(1一 Φ11リハτxNNx∫Vt¥×1VIVxllx!〉][嘉][鳥膚 認 糾
よ り最適化 計算 した結果 、最 適解 は一致 す るこ とが確 認 さ =GXG`
れ た。結論 自体 は、理論 どお りの結論 で あ るが、変 換プ ロNxN,¥'×IV×N







分散共分散行列 証券1 証券2 証券3 証券4 証券5 所与の期待値
証券1 0.04 0.02 0 0 0 証券11.1
証券2 0.02 0.04 0 0 0 証券21.1
証券3 0 0 0.04 0 0 証券31.1
証券4 0 0 0 0.04 一〇.008 証券41.1
証券5 0 0 0 一〇.008 0.04証券51.1
表6-1表7-1
数値計算による推定結果ペイオフ行列

































































































証券1 1.1000 1.1000 0,000
証券2 1.1000 1.1000 0,000
証券3 1.1001 1.1000 0,000
証券4 1.1001 1.100( 0,000
証券5 1.1003 1.1000 0,000
計算 される分散共分散行列の集合は、相関行列 とリスク対
与えられた分散共分散行列 と期待 リターンベ ク トルを、 角行列から計算される分散共分散行列の集合よ り小 さいと
ペイオフ行列、状態確率行列から特定す る数値演算の手順 いうことである。但 し、かなり近いところまでは収束する。
としては次のように行 った。(表7-1及 び表7-2)念 のため、事前にペ イオフ行列
① 適当に、ターゲ ットとしての5証 券の期待 リター ンと から求めた分散共分散行列 を用意 しておいて、それを特定
分散共分散行列 を作 る。(表5)さ せれば当然に特定で きた。
② 適当に、未知数のペイオフ行列、未知の状態確率の対
角行列の初期値 を作 る。8.ま と め
③ ペ イオフ行列、状態確率行列から計算される分散共分
散行列 とターゲッ トの分散共分散行列が一致するように 本研究により、 リターンに関するペ イオフ行列 と状態に
制約 を課 し、数値演算で、ペイオフ行列 と状態確率行列 関す る状態確率を、期待値 と分散共分散行列に変換す る式
を求め る。制約のかけ方 としては、期待 リターンと分散 を導出し、その変換が、資産配分最適化問題において、AD
共分散行列 の全ての要素が等 しいという制約 をかけた。 アプローチ と平均分散アプローチの両方の方法でまった く
(表6)等 しい解 を得るかどうか検討 した結果、等 しくなることを
④ 期待 リターンと分散共分散行列の全ての要素の差分の 確認 した。 このことによって、変換式が正 しいことを確認
計算を行 う。(表7)し た。従 って、ペイオフ行列 と状態確率が与えられれば、
結果 としては、一般的には、任意に与えられた分散共分 変換式により平均 と分散 を計算 し、Markowitzの 平均分散
散行列 と期待 リターンベ クトルに一致す るペイオフ行列、 アプローチを利用 して も問題がないことが確認 された。
状態確率行列 を一意に特定す ることはできないことが確認 平均 と分散共分散行列からペイオフ行列 と状態確率への
された。すなわち、ペ イオフ行列 と状態確率ベ ク トルから 変換は、一般的には一意に対応する変換はできないことが
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状態価格を平均分散アプローチによる最適化問題へ変換する方法の研究(研 究ノー ト)
1謙 総 灘 姦lll難(僖)一[焦:::溝)(1…1)lw)一1
性 を、数理的に明 らかにす るこ とにより、実務的にペイオ このままだと期待効用Uは 、状態ポー トフォ リオリター
フ行列 と状態確率を利用す る場合の限界或いは問題点を明 ンを変数にしてお り、直接N証 券 ウェイ トベ ク トルを変数
らかに していきたい。具体的には、非線形な下方 リスクを にしていないので、最適化問題 として取 り扱いに くい。従
持 った証券の最適配分問題への応用などが考えられる。 って、一度状態ポー トフォリオリターンの最適化条件 を求
(APPENDIX)め 、それからN証 券ウェイ トベク トルを求め る。状態ボー
準備 として、状態ごとの期待 ポー トフォリオリターン、 トフォ リオ リター ンか ら.N証 券 ウェイ トベ ク トルを求め
証券ごとの期待 リターンに関する関係式、状態価格に関す る式は前述の(A式)の とお りである。最適化においては、
る関係式、プライシング ・カーネルに関する関係式を確認 状態ポー トフォ リオ期待 リターンに関す る制約式 を含んだ
す る。 ラグランジェ関数 に関す る最適化条件 を求め ることにな
状態ポー トフォリオ期待 リターン1♂ とペ イオフ行列Gと る。
証券ウェイ トωノの関係式は 状態ポー トフォリオ リター ン変数にかかわる制約式の作
(獣∴ 纐 灘灘1灘鷺 轍 三鐸
舗一 難 諮/膿)1糧1雛 慧 難 燃 慧裏




1:∵瓢 蹴熱 気 心一
表現すると、状態価格ベ ク トル Ψ と状態確率ベ ク トルPこ の(B)式 を状態ポー トフォ リオ リターンの制約式 として
とプライシング ・カーネル行列Kの 関係は 解 く。以上の準備 をしたところで、最適化問題の手続 きに
(ll)一(K,00KS3x SxS)(鼠)騨 論難ll蒲 鉾灘 磁
歪髪淵i三殿 茜欝 磨 灘 穏婆野 五一重側副 離 一1}




論 一角・∂響 一・鵬 一・ ・∂響 一・激 論 一か・∂響 一・炉 ・ ・∂響 一・苦
整理すればRS=f(λ)⇒ 整理すればR,'=1(λ)
齢 毒蛾 一・一・:
これらの式を利用し、、を求め髄 解,し てのR;.艦 泰 一か・∂響 蔀 一・ ・∂響 一磯
求め る。 ⇒整理す ればRS=f(λ)
懲 魏 聡 儀1ベ クトル鰍 により'融解.書 籍h一 ・
(離[(烈:::窯/r(欝N×11VxNI×N)蕊1簗1甥 ∴ 勤 瀦 ∵ 篇
次に リスク中立確率 を利用 して解 く最適化問題のプ ロセス してのw… ～伽 を求め る。
1騨1磁 蹴 鶴 麗 醗 二(罪Hll:::瓢/r(欝NxljVx!V/VXl)
で、次 の よ うに表す こ とがで きる。 以上
(4禽1)一(㌶ 畿)際 臨(　 桑名、_崎 訳_
(∵)(紳'・ 鷺難 論辮人舗一
よ っ て3.HarryM.Markowitz、"Mean-VarianceAnalysis'in
(魁[烈:∵(激遅「XlNXNNXl)・ 瀧 糊 難鰭 灘1黙
で あ るか ら、5.田 畑 吉雄 、"数 理 フ ァイナ ンス論"(1993)牧 野書店
軟調(餅[(ス∵ 劇:潔 ∵ 鷲 ∴器∴ 弊




1×r)(欝)一 焦 ……(・ 式)
N×1
この(C式)を 状態ポー トフォ リオ リターンに関す る条件制
約式 として利用す る。最適化においては、状 態価格ベク ト
ルの場合 と同様に、制約式を含んだラグランジェ関数Lを
作 り、状態ポー トフォリオ期待 リター ンで偏微分 し、偏微
分係数=0の 条件 を求め る。
五一象圃 爵 ・{Sq=R=一 ηZ=1}
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